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Äàåòñß îïðåäåëåíèå íàèëó÷øåé êóáàòóðíîé ôîðìóëû äëß ñôåðû, èíâàðèàíòíîé
îòíîñèòåëüíî ãðóïïû âðàùåíèé òåòðàýäðà. Îïèñûâàåòñß àëãîðèòì ïîèñêà íàèëó÷øèõ
êóáàòóðíûõ ôîðìóë äàííîãî òèïà ñèììåòðèè. Ïðèâîäèòñß òàáëèöà, ñîäåðæàùàß îñíîâíûå
õàðàêòåðèñòèêè âñåõ íàèëó÷øèõ íà ñåãîäíßøíèé äåíü êóáàòóðíûõ ôîðìóë ãðóïïû
âðàùåíèé òåòðàýäðà äî 29-ãî ïîðßäêà òî÷íîñòè. Äàþòñß ñ 16 çíà÷àùèìè öèôðàìè
ïàðàìåòðû íîâûõ êóáàòóðíûõ ôîðìóë 10-ãî è 13-ãî ïîðßäêîâ òî÷íîñòè.
1. Ââåäåíèå. Ïóñòü S  åäèíè÷íàß ñôåðà, ò. å. ìíîæåñòâî òî÷åê (x, y, z) ∈ R3,
äëß êîòîðûõ x2 + y2 + z2 = 1. Ðàññìîòðèì íà S èíòåãðàë
U(f) =
1
4pi
∫
S
f(s) ds, (1)
ãäå s ∈ S, ds  ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè ñôåðû, U(1) = 1.
Äëß ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèß èíòåãðàëà (1) ïîñòðîèì êóáàòóðíóþ ôîðìóëó
V (f) =
N∑
i=1
wif(si), (2)
ãäå N  ÷èñëî óçëîâ, wi  âåñà, si  óçëû.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äàííàß êóáàòóðíàß ôîðìóëà èìååò àëãåáðàè÷åñêèé
ïîðßäîê òî÷íîñòè n (èëè ïðîñòî ïîðßäîê n), åñëè îíà òî÷íà íà âñåõ ìíîãî÷ëåíàõ
ñòåïåíè íå âûøå n è íå òî÷íà õîòß áû íà îäíîì ìíîãî÷ëåíå ñòåïåíè n+ 1.
Â ðàáîòàõ [1,2] áûë îïèñàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèß êóáàòóð íà ñôåðå,
èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû âðàùåíèé òåòðàýäðà T è èìåþùèõ ìèíèìàëüíîå
äëß äàííîãî ïîðßäêà n ÷èñëî óçëîâ N . Â ðàáîòå [3] ïðåäëîæåí íîâûé êðèòåðèé
îïòèìàëüíîñòè êóáàòóðíîé ôîðìóëû íà ñôåðå, èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ëþáîé
çàäàííîé ãðóïïû ñèììåòðèè.
Â ï. 2 íàñòîßùåé ðàáîòû äàåòñß êðàòêîå îïèñàíèå àëãîðèòìà ïîèñêà
íàèëó÷øèõ (â íåêîòîðîì ñìûñëå) êóáàòóð íà ñôåðå, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî
ãðóïïû T , à â ï. 3 ýòîò àëãîðèòì ïðèìåíßåòñß äëß ïîèñêà âñåõ íàèëó÷øèõ êóáàòóð
ãðóïïû T äî 29-ãî ïîðßäêà òî÷íîñòè.
2. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèß íàèëó÷øèõ êóáàòóð ãðóïïû T. Áóäåì ñòðîèòü
ýòè êóáàòóðû â âèäå
V (f) = A0
4∑
j=1
f(a0j) +B0
4∑
j=1
f(b0j) + C0
6∑
j=1
f(c0j) +
M∑
i=1
Ai
12∑
j=1
f(aij), (3)
ãäå 4 òî÷êè a0j ëåæàò â âåðøèíàõ âïèñàííîãî â ñôåðó ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà è èìåþò
êîîðäèíàòû (p, p, p), (p,−p,−p), (−p, p,−p), (−p,−p, p) ïðè p = 1/√3. Êîîðäèíàòû 4
òî÷åê b0j, 6 òî÷åê c0j è 12 òî÷åê aij, îòâå÷àþùèõ, ñîîòâåòñòâåííî, öåíòðàì ãðàíåé,
ñåðåäèíàì ðåáåð è òî÷êàì îáùåãî ïîëîæåíèß íà ãðàíßõ òåòðàýäðà, ïðèâåäåíû â [1].
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Â ðàáîòàõ [1,2] ïîêàçàíî, ÷òî äëß òîãî ÷òîáû êóáàòóðà (3) èìåëà ïîðßäîê n,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà òî÷íà íà âñåõ ìíîãî÷ëåíàõ âèäà uivjwk,
ãäå 3i + 4j + 6k ≤ n; i, j = 0, 1, 2, . . . ; k = 0, 1; à u, v è w ïðåäñòàâëßþò ñîáîé
áàçèñíûå èíâàðèàíòíûå ìíîãî÷ëåíû ãðóïïû T òðåòüåé, ÷åòâåðòîé è øåñòîé ñòåïåíè
ñîîòâåòñòâåííî.
Ïàðàìåòðàìè êóáàòóðû (3) ßâëßþòñß âåñà A0, B0, C0, Ai è êîîðäèíàòû (ai, bi, ci)
óçëîâ aij. Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé ñâßçè a
2
i + b
2
i + c
2
i = 1 ëåãêî âèäåòü, ÷òî óçëû a0j, b0j è
c0j èìåþò ïî îäíîìó ñâîáîäíîìó ïàðàìåòðó, à óçëû aij  ïî òðè ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðà.
Â èòîãå íà îäèí ñâîáîäíûé ïàðàìåòð ïðèõîäèòñß: 4 óçëà a0j, b0j èëè aij, 6 óçëîâ c0j.
Îáîçíà÷èì îáùåå ÷èñëî áàçèñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n ÷åðåç m.
Ïîñêîëüêó îáùåå ÷èñëî ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ â êóáàòóðå ïîðßäêà n äîëæíî áûòü
ðàâíî m, òî äëß ïîëó÷åíèß ôîðìóëû ñ ìèíèìàëüíûì äëß äàííîãî n ÷èñëîì óçëîâ N
âûãîäíåå âñåãî èñïîëüçîâàòü â ïåðâóþ î÷åðåäü óçëû a0j, b0j, aij è ëèøü â ïîñëåäíþþ
î÷åðåäü  óçëû c0j.
Âîçìîæíû òðè ñëó÷àß: 1) m = 3M , ïîëàãàåì â (3) A0 = B0 = C0 = 0; 2)
m = 3M + 1, ïîëàãàåì B0 = C0 = 0; 3) m = 3M + 2, ïîëàãàåì C0 = 0.
Ïðè ðàññìîòðåíèè ýòèõ ñëó÷àåâ ìû èñõîäèëè èç ãèïîòåçû î òîì, ÷òî òàêèå
ïàðàìåòðèçàöèè ïðèâîäßò ê ðàçðåøèìûì ñèñòåìàì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé è äàþò
â èòîãå êóáàòóðû ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåñàìè è ñ óçëàìè, ëåæàùèìè íà ñôåðå.
Íàêîïëåííûé íàìè îïûò êîíêðåòíûõ ðàñ÷åòîâ ãîâîðèò î òîì, ÷òî äåéñòâèòåëüíî
ýòà ãèïîòåçà âñåãäà âåðíà, êðîìå ñëó÷àß n = 6, m = 5, êîãäà êóáàòóðà ñ N = 20
èìååò îòðèöàòåëüíûå âåñà (ñì. [4]).
Ïðè ïîñòðîåíèè êîíêðåòíûõ êóáàòóð âèäà (3) ìû áóäåì ñòðåìèòüñß ïîëó÷èòü
íàèëó÷øèå â íåêîòîðîì ñìûñëå êóáàòóðû äëß êàæäîãî n. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
îïðåäåëåíèåì èç [3], íàèëó÷øàß ñðåäè âñåõ êóáàòóðíûõ ôîðìóë âèäà (3) ïîðßäêà n
äîëæíà ïîñëåäîâàòåëüíî óäîâëåòâîðßòü ÷åòûðåì óñëîâèßì: 1) óçëû ëåæàò íà ñôåðå;
2) âåñà ïîëîæèòåëüíû; 3) ÷èñëî óçëîâ ìèíèìàëüíî; 4) ãëàâíûé ÷ëåí ïîãðåøíîñòè
ìèíèìàëåí.
3. Ïîèñê íàèëó÷øèõ êóáàòóð ãðóïïû T. Ïîèñê íàèëó÷øèõ êóáàòóð
ïðîâîäèëñß â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì èç ï. 2. Ðàñ÷åò ïàðàìåòðîâ íîâûõ êóáàòóð
âûïîëíßëñß ÷èñëåííûì ìåòîäîì, àíàëîãè÷íûì ðàáîòå [3]. Ïðèâåäåì òåïåðü ñâîäíóþ
òàáëèöó, ñîäåðæàùóþ îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè âñåõ íàèëó÷øèõ íà ñåãîäíßøíèé
äåíü êóáàòóð ãðóïïû T äëß ñôåðû äî 29-ãî ïîðßäêà òî÷íîñòè.
n N E G L n N E G L n N E G L
2 4 1.9720 Td [5] 12 60 1.1835 T [1] 21 162 1.6219 Th −
3 6 2.2913 Oh [5] 13 68 1.6080 T − 22 180 0.6933 T −
5 12 2.3917 Yh [5] 14 72 1.7836 Y [6] 23 192 0.3349 Y [9]
6 22 0.5454 Td [4] 15 84 2.0117 Th [1] 24 212 0.5485 Y [9]
7 24 1.4662 O [6] 16 100 0.8130 T − 25 228 0.6104 T −
8 28 1.8137 T [1] 17 108 1.4797 T − 26 244 0.8682 T −
9 32 2.2441 Yh [7] 18 124 1.1990 T − 27 260 1.5409 Th −
10 44 1.4291 Td − 19 132 1.0089 Y [9] 28 284 0.3722 T −
11 48 1.6928 O [8] 20 148 0.8569 T − 29 296 1.7440 Th −
Çäåñü E = En+1  ãëàâíûé ÷ëåí ïîãðåøíîñòè [3], G  ãðóïïà ñèììåòðèè äàííîé
êóáàòóðû (îáîçíà÷åíèß ãðóïï âçßòû èç [10]), L  ññûëêà íà ïåðâîèñòî÷íèê.
2
Ïðèâåäåì â çàêëþ÷åíèå ïàðàìåòðû íîâûõ íàèëó÷øèõ êóáàòóð 10-ãî è 13-ãî
ïîðßäêîâ òî÷íîñòè.
n = 10, N = 44, M = 3, A0 = 27/2240 = 0.1205357142857143E − 1,
B0 = 27/1120 = 0.2410714285714286E − 1, C0 = 0
i Ai ai
1 0.2297654193618004E − 1 0.3582552239079283E + 0
2 0.2329028505394338E − 1 0.7056713815166245E + 0
3 0.2501293491463849E − 1 0.2076116168580279E + 0
i bi ci
1 0.3582552239079283E + 0 0.8621521844114067E + 0
2 0.7056713815166245E + 0 −0.6368518365237941E − 1
3 0.2076116168580279E + 0 −0.9559261650834707E + 0
n = 13, N = 68, M = 5, A0 = 0.1352485457725067E − 1,
B0 = 0.1517251300680149E − 1, C0 = 0
i Ai ai
1 0.1363347665056839E − 1 0.7859194339703887E + 0
2 0.1485580566128947E − 1 0.7646854720239241E + 0
3 0.1499281604183833E − 1 0.8840280162756681E + 0
4 0.1500767347471316E − 1 0.9777182068662691E + 0
5 0.1527777231023993E − 1 0.8708280759039422E + 0
i bi ci
1 0.5730053540474418E + 0 0.2323693343378805E + 0
2 0.6207214909924342E + 0 −0.1730923438389977E + 0
3 0.2408287218543596E + 0 −0.4006195117186663E + 0
4 0.2086707415825803E + 0 0.2288295369010155E − 1
5 0.1824962549309805E + 0 0.4564576422337614E + 0
Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ  10-01-00427-à.
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